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Information pratiques

Composition de 'UE : 2 parties disjointes, 2 groupes
Partie | :
Intervenant : André Harnist, Batiment 9, Bureau 115
Contact : andre.harnist@umontpellier.fr
CM-TD : 13 séances

TP : 4 séances
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Evaluations

Contréle continu :
» 1 épreuve de 1h le 26 novembre a 8h
» 1 TP noté

Examen : 1 épreuve

Moyenne CC + 2 Examen

Note finale : 3
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Programme de I'UE

Chapitre | : Algeébre linéaire
1 Notion de matrice
2 Systéme d’équations linéaires
3 Méthode du pivot de Gauss

Chapitre Il : Optimisation linéaire
1 Approche graphique en dimension 2
2 Méthode du simplexe
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Chapitre | : Algébre linéaire

1. Notion de matrice
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Matrice

Définition. On appelle mairice, un tableau de nombres
délimité par deux parentheses.

Exemple.
1 2 1 1
A-[-10 3] B=(_11§_31 g), c= (4],
3 6 -2 9
3 2. 2
P 2 -, .
D:(Z 4 1), E- |03 Fo(1).
3 a S 2
0 ... 0 3"
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Taille d’'une matrice
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Soit n, m, p € N*, des entiers non nuls.

Définition. On définit M, ,(R) 'ensemble des matrices a
coefficients dans R de taille n x m: a nlignes et m
colonnes.

Exemple.
7 2 -19
-1 11 3 0 EM374(R).
3 -8 -20

Notation. On note M,(R) := M, ,(R) 'ensemble des
matrices réelles carrées de taille n.




Coefficients d’'une matrice
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Notation. Soit A € M, »(R). On peut noter

A = (ai))1<i<n1<j<m pour expliciter les coefficients de A.
Le réel a;; correspond au coefficient de la ligne i et la
colonne j de A.

Exemple.

a1 a2 a3 aia

(@j)1<i<a = | @21 @2 a3 ava
1<j<4

/ 31 a3p a3 as3a

On peut écrire A = (a;);, si la taille de A est connue.




Diagonale d’'une matrice
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Définition. Dans un matrice carrée A € M,(R), on appelle
diagonale de A, la diagonale partant du coin supérieur
gauche vers le coin inférieur droit.

Exemple. Les coefficients diagonaux sont en rouge :

4 8 -1
6 42 13
2 6 0

Remarque. Il ne faut pas confondre la diagonale avec
I'anti-diagonale partant du coin inférieur gauche vers le
coin supérieur droit.




Trace d’'une matrice

Définition. Soit A e My(R) une matrice carrée, on appelle
frace de A, la somme des coefficients diagonaux de A et

on la note tr(A).
-7 1 2
A=1[18 17 0
0 9 5

La trace de cette matrice esttr(A) = -7+ 17+ 5 = 15.

Exemple.
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Matrices diagonale et triangulaire

Définition. On dit qu’'une matrice est diagonale si tous ses
coefficients non-diagonaux sont nuls. On note parfois

a1. O: ....... 0

diag(as, ..., an) = 0 Vai,...,aneR.
o 0
Q- vv-- 7.0 Cap

Définition. Soit A e Mjy(R). On dit que A est triangulaire
supérieure (resp. inférieure) si les coefficients au-dessus
(resp. en dessous) de la diagonale de A sont nuls.

Exemple.
4 00 6 0 5 8 00
6 2 0], 00 1], 0 8 0].
0 6 8 0 0 11 0 0O
triangulaire supérieure triangulaire inférieure diagonale
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Matrice nulle et matrice identité

Définition. On appelle mairice nulle de M, »(R), la
matrice de taille n x m composée uniquement de 0 et on
la note 0, .

Définition. On appelle matrice identité de M,(R), la
matrice carrée de taille n composée de 1 sur sa diagonale
et de 0 ailleurs, et on la note

10 0
0 ... 0 1

10 100
Exemple. /1 = (1), /2 = (0 1> ,/3 =101 0.
0 0 1
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Somme de matrices

Définition. Soit A = (ai)ij € My m(R) et
B = (bij)ij € M, m(R). On définit la somme de A et B par

A+ B:=(aij+ bij)ij € Mpm(R).

Exemple.
1 2 6 6 1+6 2+6 7 8
-1 0|+19 3|=-1+9 0+3]|=1(8 3 |.
3 6 5 4 3+5 6+4 8 10
Propriétés.

»OnaA+B=B+A YA BeM;nR).
> A+0n,m :A VAEM,Lm(R).
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Produit de matrices

Définition. Soit A = (a,-J-),-,,- € Mn,m(R) et
B = (bij)ij € M p(R). On définit le produit de A et B par

m
AB = (2 a,-7kbk7j> € Mn7p(R).
k=1 i

Exemple.

1 2 3 0 1x3+2x1 1x0+2x1 5 2
-1 0 ><<1 1>: —1x3+0x1 —1x0+0x1]=(-3 0.
0 6 0x3+6x1 0x0+6x1 6 6
Propriétés.

» A(B+C)=AB+AC VYAeM;n(R)VB,CeMpny(R).
» Si A, BeM,n,(R)onn’a pas toujours AB = BA.
» Al =1LA=A VAeM,R).
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Produit de matrices par un scalaire

Définition. Soit A = (aj)ij € My m(R) et A € R. On définit
le produit par un scalaire de A par A comme

M = ()\a;,j),-,j € Mmm(R).

Exemple.
1 2 3x1 3x2 3 6
3|-1 0|=1[3x(-1) 3x0]|=|-3 0 |.
3 6 3x3 3x6 9 18
Propriétés.

> MA+ B) = A+ AB VYA BeMyn(R)V\eR.
> (AM)B = AAB) YA€ Mym(R) VB e Mpp(R).
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Matrice transposée
Définition. Soit A = (a;)ij € M m(R). On définit la
transposee de A par
AT = (8;)ij € Mmn(R).
Exemple.

6 05 (6938 o2\" g
930|=[037] —1oz<206).
8 7 2 50 2 3 6

Remarque. On peut voir AT comme la symétrie de A par
rapport a sa diagonale (prolongée si A n’est pas carrée).

Propriétés.
» (AT =A VAeM,n(R).
» (A+B)T=AT+ BT VA BeM,nR).

16/44 (AB)T = BTAT YA€ Mym(R) VB € Mpp(R).




Sous-matrice

Définition. Soit A € M, m(R). On appelle sous-mairice de
A, une matrice ne conservant que certaines lignes et
colonnes de A.

Notation. Soit A € M, m(R), on note A;j € My_1 m—1(R)
comme la matrice A privée de la ligne i et de la colonne j.

1 2 3 —
2 -1 3 = .
1 2 1 -12

o 2,3

Exemple.

Remarque. Attention a ne pas confondre la sous-matrice
A;j avec le coefficient a;; de A.
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Déterminant - définition

Définition. Soit A € My(R) une matrice carrée. On note
det(A), ou |A|, le déterminant de A, et on le définit de
maniére récurrente par rapport a n:

»n=1:|al=a
»n=2:2 b‘ = a|d| — b|c| = ad — b.
c d
a b c
»n=3:|d e f:=aﬁ j—b‘d ;+cd iz
g h i g g
»n=4:...
Plus précisément, on a pour toutie {1,... n}:

n

Al =D (1) ay Al

=
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Opérations sur le déterminant

Propriétés.
» |AT| = |A] VAeM,n(R).
» |AB| = |A||B] YAeM,n(R)VYBeMpny(R).

Propriétés.

» Permuter deux lignes change le déterminant de
signe.

» Multiplier une ligne par un scalaire A\ multiplie le
determinant par .

» Ajouter a une ligne une combinaison linéaire des
autres lignes ne change pas la valeur du déterminant.

» Si une ligne est nulle, le déterminant est nul.

» Les précédents points sont valides pour les colonnes.

» Le déterminant d’'une matrice triangulaire est égal au
produit de ses coefficients diagonaux.
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Déterminant - Exemple

Exemple. On fait apparaitre des 0 pour obtenir le
déterminant d’'une matrice triangulaire :

1 2 3 1 2 3
-1 1 6/=/0 3 9
2 3 5 O _1 _1 Lo—Lo+Ly4
Lg—Lz—2L,
1 2 3
=10 3 9
002 Ly—lz+3Lo
=(1x3x2)
= 6.
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Inversibilité et matrice inverse
Définition. Soit A e Mpy(R). On dit que A est inversible si il
existe une matrice, notée A~' € M,(R), tel que
ATA=[,= AA".
On note GL,(R) = {A e Mj(R) : A est inversible}.

Remarque. Une seule des deux égalités ci-dessus suffit
pour impliquer l'autre.

Proposition. Soit A€ Muy(R), on a |A| # 0 < A€ GL,(R).

Propriétés.
» (AN T=A VAeGLy(R).
» (AB)"' =B A1 VA Be GL,y(R).
» (AT = (A))~1 VA e GLy(R).
» |[A7Y = |A7" VA e GL,(R).
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Matrice inverse - formule de la comatrice

Définition. Soit A € M,(R), on définit la comatrice de A par
Com(A) = ((—1 )i+j|A,'7/‘|),"j € GLn(R)

Proposition. Soit A e GL,(R), on a

Al = |17’com(A)T.

Exemple. Soit a, b, ¢,d € R tel que ad # bc, on a

a b\' Ja b (|d —|c]\ 1 d —b)
c dl —1|b| la| )  ad-bc\-c a)

c d
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Matrice inverse - Exemple

2 35
On a |A| = 6 # 0 (c.f. diapo 34) donc A est inversible, et

1 2 3
Exemple. Considérons A= [ -1 1 6 |.

1.6 |-1 6 [-1 1
35 2 5 |2 3 13 17 -5
2 3 1 3 1 2

com(A) = ~l3 5 o 5 s 3l|= -1 -1 1|
2 3 1 3 1 2 9 9 3
16/ |-1 6/ |[-1 1

D’ou,

(18 -1 9
A—‘z6 17 -1 —9].
-5 1 3
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Chapitre | : Algébre linéaire

2. Systeme d’équations linéaires
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Equation linéaire

Définition. Une equation linéaire est une équation de la
forme a;xy + @Xo + -+ + anXp, = Kk, 00 ay, ..., an, k sont
des scalaires donnés et xg, ..., X, sont les inconnues.

Exemple.
» 3x + 2y — z + 3t = 4 est une équation linéaire.

» sin(x) + 3y = 0 n’est pas une équation linéaire.
» X+ y+2z—t—1 n'estpas une équation (linéaire).
» (3+ x)2 -2y + z = x2 est une équation linéaire.

25/44



Systeme d’'équations lineaires

Définition. Un systéme d’équations linéaire est un
ensemble d’équations linéaires, généralement liées par
les mémes inconnues.

Exemple.
x 42y +3z = 1
(S1)s 2x -y +3z 1
-X +2y +z = 3

Convention. Lorsque ce n’est pas précisé, les inconnues
vivent dans le méme ensemble que les coefficients
donnés. Donc x, y,z € Rdans (S;).

Définition. Une solution de (Sy) est un triplet (x,y, z) € R®
vérifiant simultanément les trois équations.
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Systéme d’équations linéaire - Solutions

Proposition. Un systeme d’équations linéaires admet soit
0, soit 1, soit une infinité de solutions.

Exemple.
» {0 =1 n’admet aucune solution.
» {x =1 admet une unique solution dans R.
» {x = x admet une infinité de solutions dans R.
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Du systeme a I'équation matricielle

On rappelle le systéme d’équations linéaires

X +2y +3z =
(S1)<2x -y +3z 1.

X +2y +z = 3

On pose

1 2 3 X
A=12 -1 3|, X=|y|letB=|1].
-1 2 1 z 3

En voyant le vecteur d'inconnues X comme une matrice
de M3 1(RR), on peut voir que le produit AX existe et que le
systéme (S;) équivaut a I'équation

AX = B.
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Passage en matrice augmentée

Définition. On définit alors la matrice augmentée du
systeme (Sy) par la jonction de Aet B :

1 2 31
[ABl =2 -1 31
1 2 13

Remarques.
» On pourra donner directement la matrice augmentée
d’un systeme sans définir A et B.
» Résoudre un systéme en passant par sa matrice
augmentée allege I'écriture.
» Les inconnues sont fixées par chaque colonne de la
matrice ce qui permet d’éviter des erreurs.
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Systemes - matrices augmentées équivalents

Définition. Deux systémes d’équations linéaires sont dits
equivalents si ils admettent le méme ensemble de
solutions et on les relie par le symbole <. De méme pour
leur matrices augmentées.

Exemple. On multiplie la premiere ligne par 2 :

X +y +4z -3t = 1 - 2x +2y +8z -6t = 2
2x +3y +t -z = 13 2x +3y -z +t = 13’
Ly<2L4

On peut faire de méme avec la matrice augmentée :

114—31@228—62
23 -1 1|13 2 3 -1 1 (13)°

Ly<2L4
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Opérations sur les lignes

Proprietés. Un systeme d’équations linéaires reste
équivalent lorsqu’on effectue les opérations suivantes :
» Echange de deux lignes i et j, noté L, <> L.
» Multiplication d’'une ligne i par un scalaire non nul a,
noté L; — aL;.
» Ajout d’'une combinaison linéaire des autres lignes a
une ligne i, noté L, < L; + al; + bLx +cL,+ ... (les
scalaires a, b, c, ... peuvent étre nuls).

De méme pour sa matrice augmentée.
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Chapitre | : Algébre linéaire

3. Méthode du pivot de Gauss
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Pivot de Gauss - Premier apercu

Exemple. Appliquons la méthode du pivot de Gauss sur (Sy) :

1 2 3|1 1 2 3|1 1 2 3|1
2 -1 3{1]«<+|0 -5 -83|-1]«< |0 -5 -3|-1
-1 2 1|3 0 4 4| 4 0 O % %
Ly Lp—2L,
1 2 3
< |0 -5 -3
0O 0 1

Lg—Lg+2L
LgLg+L 8T
Ly3Ls Lp«Lo+3L3
1 00
< |0 10
0 0 1

1 1 2 3|1 1 2 3| 1
—-1]< |0 -5 0|5]< [0 1 01
2 0O 0 1|2 00 1] 2

-3 X = -3

—1|< y = —1.

2 z = 2

L2<—— % L2
Ly«—2L,—3Lg

D’ou, (—3,—1,2) est 'unique solution de (Sy).
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Pivot et matrice échelonnée

Définition. Une matrice A € M, »(R) est dite échelonnée
si le nombre de 0 précédent le premier coefficient non nul
de chaque ligne est strictement croissant de ligne en ligne
jusqu’a ce qu’il n’y reste que des 0.

Définition. Dans une matrice A € M, »n(R) échelonnée, on
appelle pivot, le premier coefficient non nul de chaque
ligne de A.

Exemple. Les matrices suivantes sont échelonnées, les

pivots sont en rouge :
0 2
,{0 0].
00

6 2 3
0 -5 3],
0 0 2

OO o —
QO OoON
OO OoOwWw
OO wo
OO NO®
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Matrice échelonnée réduite

Définition. Une matrice A € M, »(R) échelonnée est dite
reduite si ses pivots valent 1 et si les coefficients
au-dessus des pivots sont nuls.

Exemple. Les matrices suivantes sont échelonnées
réduites :

|

o
o= 0O
=Nol VRa

35/44



Méthode du pivot de Gauss

ALGORITHME. (Méthode du pivot de Gauss)
La méthode du pivot de Gauss est un algorithme opérant
sur les lignes d’'une matrice qui permet d’obtenir une
forme échelonnée réduite :
1. Echelonnage.
Pour chaque colonne, on fixe un pivot (en permutant
si besoin, si il N’y a que des zéros on ne fait rien) et
on fait apparaitre des zéros en-dessous du pivot.
2. Réduction.
Pour chaque ligne possédant un pivot, on divise la
ligne par son pivot, et on fait apparaitre des zéros
au-dessus des pivots.
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Algorithme du pivot de Gauss

ALGORITHME. (Pivot de Gauss)
Soit A = (a;)ij € Mpm(R). Lalgorithme suivant échelonne
et réduit A (simultanément) colonne par colonne :

Début
p=1
Pourjdetiam
k = argmax,;<nlail
Si ag,j # 0
L — %Lk
Sik#p:Lk < Lp
Pouridetlan
Sii#p: L,-<—L,-—a,-7ij
Fin Pour
p—p+1
Fin Si
Fin Pour
Fin
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Matrice augmentée échelonnée réduite

Définition. Une matrice augmentée [A|B] est dite
échelonnée (resp. réduite) si A est échelonnée (resp.
réduite).

Exemple. Matrice augmentée échelonnée réduite :

10 12 0 0|-2
01 -502|0
00 0 10]|O0
00 0 0O|O
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Solutions d’un systeme echelonné réduit

On peut facilement donner 'ensemble des solutions d’'un
systeme échelonné réduit.

Exemple.

10 12 0 0|-2 X +12z = -2
01 -502|0 - y =5z +2u = 0
00 0O 100 t = 0°
00 O 000 0O =0

Lensemble des solutions de ce systéme est
{(-2—-12z, 5z —2u, z, 0, u),(z,u) e R?}.
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Condition de compatibilité

Définition. Une matrice augmentée est dite compatible si
son systéme associé admet au moins une solution.

Proposition. Une matrice augmentée échelonnée [A|B]
est compatible si et seulement si pour chaque ligne nulle
de A, la méme ligne de B est nulle elle aussi.

Exemple.

2 -3 503

0O 0 1 0|4 3 10]|2
10133)00030,0210.
compati 0 0 0 0|0 0 0 41
mpatible

0O 0 0 0|7 compatible

incompatible
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Pivot de Gauss - Second exemple

On échelonne la matrice augmentée suivante :

1 2 -1]|3 1 2 -1|3 12 -1
M=|-10 3|0]=f0 2 2|3 ]|=(02 2
3 0 -2 —2|-3 00 O

2 2 -4
Lo—Ly+L4 L3—L3+Ly
Ly—Lg—2L,

La matrice est compatible, il reste a la réduire :

12 —-1|3 1 0 -3|0 X -3z = 0

M<={[0 1 1 g < (0 1 1 g = y +z = %

00 01O 00 01O 0O =20
Lo—3Lo Ly—Li—2L,

Lensemble des solutions du systeme associé a M est :

{(32,%—2,2),261&}.
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Matrice inverse - Pivot de Gauss

Théoreme. Soit A€ M,(R). La méthode du pivot de
Gauss appliquée sur la matrice augmentée [A|l,] permet
de déterminer l'inversibilité de A et son inverse si elle
existe.
1. On échelonne [A|l,].
2. Si[A|l,] posséde n pivots, alors A est inversible et on
continue. Sinon, A n’est pas inversible et on s’arréte.
3. On réduit [A|l].
Si A est inversible, on obtiendra [/,|A7"].
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Matrice inverse - Pivot de Gauss - Exemple

1 2 3
Exemple. Considérons A = (1 1 6) € M3(R).

2 35

1 2 3[100 1 2 3[1 00

[Al]=|-1 16|01 0|=[0 3 9]1 10
2 35[0 0 1 0 -1 —1/-2 0 1

Lo—Ly+Ly

Ly—lg—2L4
1231 00
< (03 9|1 10
002 -3 11
Ly—Ls+3Lp

[A|l,] est sous forme échelonnée et posséde n = 3 pivots
donc A est inversible. Il reste a réduire [A|l,].
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Matrice inverse - Pivot de Gauss - Exemple

1231 00 1231 00
0391 10|ef0133 1o
002/ -511) \ooi| i
Ly—3Ls, Lo—3Lp
1 2 0] & -8 _38 i 00|18 1t 38
& 9 3 7§ @
00 1[-5 5 3 001]/-8 & 3
Ly—Lp—3Ls Ly—Li—2L,
Ly—Ly—3Ls

Par I'algorithme de Gauss, on a obtenu [/,|A~"].

13 -1 9
17 -1 -9
5 1 3

Dou, A~ ' =
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