TD1 - IG3 - 2020/2021

MATHEMATIQUES DE LA DECISION

1. Introduction aux matrices

0 1 6 0 -1 -3 4 6
Exercice1. SoitA=|1 2]|,B=10 3 4 JetC=1|12 0 2
3 4 2 0 1 5 4 -1

(1) Donner I’ensemble auquel appartient chaque matrice A, B et C.
(2) Les opérations suivantes sont elles possibles ? Si oui, les faire :

A+B, B+C, C+B, AB, BA, A'B, BC, CB, CBA, 84, 0B
(3) Calculer la trace de B et C.

-2 5 9 1 1 2
Exercice2. SoitA=[ 2 4 5 JletB=[0 1 1
8 1 -3 1 2 3

(1) Calculer det(A) et det(B).
(2) Les matrices A et B sont-elles inversible ? Calculer leur inverse dans le cas échéant.

(3) Les matrices AT et BT sont-elles inversible ? Donner leur inverse dans le cas échéant.

2. Systéemes d’équations linéaires

Exercice 3. Donner la matrice augmentée des systémes d’équations linéaires suivants, puis les résoudre :

_ _ y+8z+1=0 _
(S 3F T =0 ooy [3X TV T =0 gy Sy gy s =1, () {xrr=2, (5577
x—y=2 x+2z=73x 2y = x
3z—2y=x
Exercice 4. Résoudre les systemes d’équations linéaires suivant :
X 43y = 1 —-x +y 4z = = ax -y -z = 0
(S1) 2x 46y — 2° (S2)S x +6y +5z = 0, (S3){—x +ay -z = O0,aeR.
v = 2x 43y —z = 2=« -x =y +4az = 0

Exercice 5. On considere le systeme d’équations linéaires suivant :

ax +y —z = b
(S){a*x —y +z = 2b
adx —y —z = 3b

oll a, b € R. Déterminer I’ensemble des solutions de (S) en fonction de a et b.

Exercice 6. Résoudre les systemes d’équations linéaires suivant :

ix +y +z = i

S x +iy 4z = 1—i, (S2) {f; :y = 147
X 4y iz = 1+ o= =
ou i, j € C vérifient i> = —let 2+ j= —1.
Exercice 7. On considere le systtme d’équations linéaires (S) {ij__[]g f; oua,b,c,d,e, f €R.

(1) Déterminer I’ensemble des solutions de (S) selon a, b, ¢, d, e, f.
(2) Ecrire le systéme sous sa forme matricielle AX = Bou X = (;C) .

(3) Déterminer lorsque A est inversible, et calculer A~!le cas échéant.

(4) En déduire que X = A~' B lorsque le systtme admet une unique solution.



Exercice 8. Déterminer I’ensemble des polyndmes P(x) = ax? + bx + ¢ avec a, b, ¢ € R vérifiant
(1) P(O)=1, P(1) =2 et P2) = —1.
(2) P(0)=—1cet P/(1)=0.

Exercice 9. Existe-il des réels a, b, ¢ € R vérifiant : acos(x) + bsin(x) = cx VxeR.

Exercice 10. Résoudre le systeme d’équations suivant :

2z = 1
(S) X3ZZ2 — ;, X, V,Z € Rj_.
Xyt =

En supposant maintenant que x, y, z € R, I’ensemble des solutions de (S) change-il?

Exercice 11. Existe-il des réels a, b, c € R tel que

J " Plr) = aP(2) + bP(3) + cP(4), P e R[],

ol R3[x] est I’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a 3.

3. Déterminant et inverse de matrice

Exercice 12. Calculer les déterminants suivants :

1 5 2 —4
4 0 4
4 0 2 6 -5 -8
a)|-16| b)'1 2‘ c)g Z 4 Ay 1 3
8 4 5 1
a 1 b?
Exercice 13. Déterminer I’ensemble des réels a,b e Rtelque A= [ 1 2ab 1 |estinversible.
a? 1 b

10 4 6 —1 4 oo

A=12 3 =5, B=|2 6 5], C=
4 1 9 4 -1 3 1060
0 4 0 4

3. Applications

1
B+a?—4x—4
(1) Montrer que le dénominateur de f admet 3 racines xj, xp, x3 € R.

a b c

(2) Montrer qu’il existe a, b, ¢ € R tel que f(x) = + + .
X — X1 X — X2 X — X3

I
Exercice 15. Soit f(x) = . Le but de cet exercice est de calculer f F(x)dx.
—1

1
(3) En déduire une primitive de f et calculer J F(x)dx.
—1

1 2 3
Exercice 16. Soit A= |2 4 6 |. Le but de cet exercice est diagonaliser A pour calculer A" pour tout n € N*,
3 609

(1) Calculer det(A — Al3) pour tout A € R.
(2) En déduire que le polyndme P(1) = det(A — Al3) s’annule pour deux valeurs 4;, 4, € R avec 1, > 4.
(3) Déterminer E; (resp. E;), I’ensemble des solutions du systéme associé a la matrice augmentée
[A — 4113|053, ] (resp. [A — A2155]031]).
(4) Remarquer qu’il existe des vecteurs vy, v2,v3 € R3 tel que E| = {av,+bvs,a,b € R} et E; = {avi,a € R}.
(5) On considere la matrice P = [vy v, v3]. Déterminer I'inverse de P.
(6) Calculer la matrice D = P~'AP.
(7) Montrer qu’on a A" = PD"P~! pour tout n € N*.
(8) Déterminer D" pour tout n € N*,
(9) En déduire A" pour tout n € N*,



